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1-5 1．全体概要と基本理論

スパースモデリングとモデル選択
Sparse Modeling and Model Selection

廣瀬 慧

本稿は，スパースモデリングの代表的な手法である LASSO（Least Absolute Shrinkage and Selection Operator）の理
論研究に関するサーベイ記事である．まず，従来の変数選択法と LASSO との関係性を明らかした，LARS アルゴリズム
（Least Angle Regression）を解説する．次に，変数の数が観測数よりも多い場合における LASSOの収束レートや変数選
択の一致性に関する研究を幾つか紹介する．
キーワード：L正則化法，スパース推定，LASSO，LARS アルゴリズム

1．は じ め に

スパースモデリングは，ここ 10 数年，情報学，機械
学習，統計学など，様々な分野から注目を集めている
が，統計学で最もよく用いられるスパースモデリング
は，L正則化法(注1)であり，その代表が，Tibshirani の
提案した LASSO（Least Absolute Shrinkage and Selec-
tion Operator）(1)である．LASSOは，回帰モデルの損失
関数にパラメータの Lノルムに基づく正則化項を加え
た正則化損失関数を最小化することによってパラメータ
を推定する方法で，推定の安定化とともに変数選択も行
うことができる．
LASSO はここ 20 年で様々な方向に発展してきたが，
その発展の方向性をあえて三つにカテゴライズすると，
筆者は以下のようになると考える．

① 推定値を効率的に計算するアルゴリズム
② 推定量の性質
③ モデルや罰則項の拡張

①に関して，最初に LASSO のアルゴリズムとして注
目されたものが，LARS アルゴリズム（Least Angle

Regression）(2)である．LARS は，単に効率的なアルゴ
リズムというだけでなく，LASSO 推定値が従来の変数
選択法と比べてどのような性質を持つのかを語りかけて
くれるアルゴリズムでもある．LARS が知られるように
なってから，LASSO が爆発的に人気が出たと言っても
過言ではない．しかしながら，近年は LARS が用いら
れることは余りなく，座標降下法(3)や ADMM（Alter-
nating Direction Method of Multipliers）アルゴリズム(4)

といった，高速かつ汎用性のあるアルゴリズムがよく用
いられている．
②についてであるが，LASSO は元々「推定量にあえ
てバイアスを加えることによって，推定量の分散を小さ
くし，予測精度を上げる」というものであった．しか
し，やはりサンプルサイズが大きいときには，一致性や
漸近正規性(注2)といった性質があったほうがうれしい．
そこで，Knight ら(5)は，サンプルサイズが大きくなっ
たときの LASSO 推定量の漸近的性質を調べた．近年
は，サンプルサイズが大きいだけでなく，変数の数も多
い場合の収束レートや変数選択の一致性の研究が盛んに
行われている(6)～(8)．しかしながら，変数の数が多い場
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(注 1) 正則化法とは，パラメータに何らかの制約を入れて損失関数を
最小化する手法である．
(注 2) 真のパラメータベクトルを β，その推定量を βとする．このと
き，任意の δ>0に対し，lim


P(β−β>δ)=0を満たす性質を一致性と

言い， n (β−β)N (0, ∑)（as n→∞）を満たす性質を漸近正規性と言
う．
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合，LASSO 推定量が良い性質を満たすためには，計画
行列(注3)にかなり強い仮定を置く必要がある．そのため，
現実の高次元データに LASSO が使える状況はかなり限
られる．
③に関して，LASSO は回帰モデルのみならず，一般

化線形回帰モデル(9), (10)やグラフィカルモデル(11), (12)，多
変量解析(13), (14)など，様々なモデルに適用されるように
なった．また，罰則項に関しても，Group LASSO(15)や
Fused LASSO(16)など，解析の目的に応じた様々な拡張
がある．
①～③に述べたように，LASSO の研究は様々な方向

に発展してきたが，余りに多岐にわたりすぎており，こ
れまでの発展を概観することは難しい．そこで本稿で
は，主に②の LASSO 推定値の性質に焦点を当て，これ
まで提案されてきた LASSO のアルゴリズムや漸近理論
を幾つか紹介する．まず，2．では，代表的な正則化法
である Ridge と LASSO の定義とその性質について簡単
に述べる．3．では，LASSO 推定値(注4)の性質を調べ，
パラメータの推定アルゴリズムを紹介する．4．では，
LASSO 推定量(注4)の漸近的性質に関する研究を紹介す
る．

2．Ridge と LASSO

目的変数 と p次元説明変数ベクトル =(, ⋯, )


に関する n組のデータ {(, )i=1, ⋯, n}が得られたと
す る．た だ し， =(, ⋯, )

と す る． X =

(, ⋯, )
，=(, ⋯, )

とする．X， は，それぞ
れ計画行列，目的変数ベクトルと呼ばれる．下記のよう
に，計画行列 Xの各列の長さが nとなるように基準化
し，Xと をそれぞれ中心化する(注5), (17)．

∑



=0, ∑




=0,

1
n ∑






=1,

j=1, ⋯, p.

ここで，次の線形回帰モデルを仮定する．

=Xβ+ε. (1)

ただし，β=(β⋯, β)
を回帰係数ベクトル，ε を誤差

ベクトルとし，εは多変量正規分布 N (0, σ I )に従うと
する．なお，誤差分散 σ は，本来はデータから推定す
る必要があるが，ここでは簡単のため，既知としてお
く．
1990 年代頃までは，正則化法と言えば，Ridge 推

定(18)

β=arg min
β

(−Xβ+λβ) (2)

が主流であった．ただし，λ≥0は正則化パラメータと
し，m 次元ベクトル a=(a, ⋯, a)

に対し，a =

∑
 a




とする．λ=0のとき，βは最小二乗推定値

となり，λが大きくなるにつれて βは 0に近づく．
式(2)で λ=0としたときの最小二乗推定量

β=(X X )
X  (3)

は不偏推定量で（すなわち，E[β]=β），かつ全ての
線形の不偏推定量の中でその分散が最小になる(注6), (19)．
しかしながら，説明変数の次元が高かったり，変数間の
相関が大きかったりすると，逆行列 (X X )は大きな
値を取り(注7)，その結果最小二乗推定量は不安定になる．
一方で，λ>0のとき，Ridge 推定量は

β=(X X+λI )
X  (4)

で与えられる．そのため，λがある程度大きければ，逆
行列 (X X+λI )の固有値が極端に大きな値を取るこ
とがなくなり，推定量の分散が大幅に小さくなる．ただ
し，余り λ が大きくなりすぎると，推定量のバイアス
(X Xλ+I )

βも大きくなるため，適切な λを選択し
なければならない(注8)．
Ridge 推定を用いると，安定した推定はできるもの
の，変数選択ができないという問題がある(注9)．そこで，
Tibshirani(1)は，Ridge 推定と同様に安定した推定がで
き，かつ変数選択も同時に行うことのできる，次式の
LASSOを提案した．
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(注 3) 説明変数ベクトルを並べた行列．
(注 4) 推定値は，最適化問題を解いたときの解を意味し，推定量は，
その最適化問題を解いた解が確率的に変動する，確率変数を意味する．
(注 5) 中心化・基準化をする理由は以下のとおりである．
・ 中心化することにより，回帰係数の切片項を 0 として議論するこ
とができる．詳しくは小西(17)3.4.4 を参照されたい．
・ 一般に，説明変数の分散が大きくなれば，回帰係数の値は小さく
なる．LASSO などの正則化法は，各係数に同じ大きさの制約を入
れるため，もし変数を基準化しなければ，分散の大きい変数に対応
する係数が 0と推定されてしまう．それを防ぐために Xの各列の二
乗和を一定にする．

(注 6) この性質はガウスマルコフの定理と呼ばれる．例えば Hastie
ら(19)の 3.2.2 を参照されたい．
(注 7) (X X )の最大固有値が最小固有値と比べて極端に大きいこと
を意味する．
(注 8) 実際は，平均二乗誤差の最小化によって選択することが多い
（文献(19)，2.9 節参照）．
(注 9) 総当り法と併用すれば，一応変数選択はできるが，計算負荷が
掛かる．
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β=arg min
β

(−Xβ+λβ). (5)

式(2)と式(5)を比較すると，Ridge では，罰則項がパ

ラメータの二乗和 λβ=λ∑



β 

 で与えられるが，LAS-

SO では，罰則項がパラメータの絶対値の和 λβ=

λ∑



βで与えられる．LASSO では，この「絶対値の

和」を用いることにより，パラメータの幾つかを正確に
0と推定できる．その結果，パラメータ推定と同時に変
数選択も行うことができる．

3．LASSO推定値の性質と計算アルゴリズム

LASSO で問題となるのが，推定値を陽に表すことが
難しいということである．Ridge 推定値は，式(2)を β

に関して微分して推定方程式を解けばよく，式(4)のよ
うに陽に表される．しかし，LASSO では，式(5)のペ
ナルティ項 λβが β=0で微分できない．
そこで，パラメータの推定値を計算する効率的なアル

ゴリズムが必要となる．2010 年より前に LASSO の効
率的なアルゴリズムとして知られていたのが，LARS ア
ルゴリズム(2)である．LARS アルゴリズムを少し修正し
たアルゴリズム（ここでは modified LARS と呼ぶ）は
LASSO 推定値を計算できる．modified LARS は高速で
あるだけでなく，これまで変数選択法として用いられて
きた変数増加法と比べて，LASSO がどのような変数の
組合せを選ぶのか，また，推定値がどのような性質があ
るのかを明らかとしている．
本章では，まず，計画行列 Xが直交するとき，すな

わち，X X=nI のときの LASSO と従来の変数選択法
を比較する．次に，X X≠nI のとき，modified LARS
アルゴリズムと同等の，KKT 条件から導かれるアルゴ
リズム(20), (21)について述べる．なお，本章では n>pか
つ Xがフルランクであると仮定し，議論を進める(注10)．

3.1 X X=nI のとき
3.1.1 LASSO推定値について
X X=nI のとき，式(5)の罰則付き損失関数は

∑



{n(β 

 −2ββ
 )+λ β}+const. (6)

となる．ただし，β=(β
 , ⋯, β

 )とする．なお，
βは式(3)で与えられる最小二乗推定量である．式
(6)から，係数ベクトル β の推定値は，各要素 β

（j=1, ⋯, p）に対して独立に計算すればよく，下記のよ

うに解析的に求めることができる．

β=sign(β
 )β

 −
λ
2n . (7)

ただし，

A=A A>0のとき
0 その他

とする．今，式(3)から，β=X nとなる．式
(7)から，説明変数と目的変数の相関 X nの絶対値
が λ(2n)より大きいかどうかで変数が選ばれるかどう
かが決まる．また，係数の値は，最小二乗推定値を
λ(2n)だけ縮小した（0 に近づけた）ものとなってい
る．

3.1.2 t検定，変数増加法との比較
LASSO によって選ばれる変数と，t 検定，変数増加

法によって選ばれる変数の組合せを比較する．まず，t

検定では，β
 >sのときに，j番目の変数が選択され

る．ただし，s は正数で，有意水準の設定に依存する．
λ と s をうまく対応させると，t 検定と LASSO は同じ
変数を選ぶことが分かる．
次に変数増加法と LASSO を比較する．変数増加法

は，まず β=0とし，各ステップで一つずつ変数を加え
ていき，p回のステップで最小二乗推定値を得る．今，
k番目のステップにおける係数ベクトルの推定値を β 

とする．k+1ステップでは，残差平方和 RSS =

−Xβ が最小になるような変数を加える．ここ
で，X X=nI なので，

RSS=−
X 

A 
n (8)

となる．ここで，Aは，k+1ステップでの変数の番号
の集合で，XAは，Xの Aに対応する列を取り出した小
行列を表す．式(8)から，RSSは，各ステップで最も
相関の二乗が大きくなる変数を加えることにより最小と
なる．よって，変数増加法は，相関 X の絶対値の大
きい変数を順に選ぶことと同等である．これは，LAS-
SO で λを少しずつ小さくして推定していったときに選
ばれる変数の組合せと同じになる．
以上から，説明変数間に相関がない場合は，LASSO，

t検定，変数増加法のいずれを用いても，同じ変数の組
合せが選ばれることとなる．ただし，LASSO はパラ
メータを λ(2n)だけ縮小推定するのに対し，t 検定と
変数増加法は縮小推定しない．
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(注 10) n≦pのときでもmodified LARS は実行可能である．
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3.2 X X≠nI のとき
3.2.1 推定アルゴリズム
変数間に相関があるとき，LASSO 推定値はどのよう

に表されるのだろうか．まず，劣微分の理論から，βは

X (−Xβ)=
λ
2 s (9)

を満たさなければならない(注11), (注12)．ただし，sは劣微
分 s∈∂βで，次で与えられる．

s∈{sign(β


)} β≠0,

[−1, 1] β=0.
(10)

それゆえ，λ を与えたとき，A={ j β≠0}と定義する
と，βAと βACは次のように表される．

βA=(X 
A XA)

X 
A −

λ
2 sA, βAC=0. (11)

ただし，βA, sAはそれぞれ，β, sのうち Aに対応する要
素のみを取り出したベクトルである．
LASSO アルゴリズムは式(11)を使って構築できる．

まず，十分大きな λに対しては，β=0である．β=0と
な る 最 小 の λ を λと す る と，式 (11) か ら，
λ=max


*

  nで与えられる．ただし，* は X の j

列 目 を 取 り 出 し た n 次 元 ベ ク ト ル と す る．
j=arg max


*

  nとする．このとき，λを λより少

しだけ小さいときの推定値は，A={ j}としたときの式
(11)で与えられる．更に λを小さくすると，λ=λのと
き，s=1となる j≠ jが出現する．このときの jを j
とし，A={ j, j}とする．λが λより少しだけ小さいと
きの推定値は，A={ j, j}としたときの式(11)で与えら
れる．
以下，同様にして変数を追加または削除していく．変

数が追加または削除される瞬間の λ を λ*とすると，
λ=λ*となるのは，以下の 2パターンある．

① λが λ*より少しだけ大きいときに sが−1から
1の間の値をとっていたにもかかわらず，λ=λ*に
な っ た 瞬 間 に s∈{−1, 1}と な る．こ の と き，

AA⋃{ j}とする．

② λが λ*以上のときに s∈{−1, 1}であったにもか
かわらず，λ=λ*より小さくなった瞬間に sが−1

から 1の間の値をとる．このとき，Aを AA{ j}

とする．

なお，λ*は陽に解くことができる（文献(21)3.1）．
係数ベクトルの推定値 βは，上記の①または②により
Aが変化したら，その変化した Aに対して，式(11)を
適用すればよい．

3.2.2 変数増加法との比較
計画行列が直交であるとき，LASSO と変数増加法は

同じ変数が選ばれることを示したが，非直交であるとき
は，LASSO と変数増加法は同じ変数が選ばれるとは限
らない．また，推定値に関して，LASSO より変数増加
法の方が「貪欲な」アルゴリズムとなる(2)．ここで言う
「貪欲」というのは，変数増加法は縮小推定しないため
に，パラメータを大きめに推定するという意味である．
実際，LASSO では，式(11)から，非ゼロの要素に対し
ては，最小二乗推定値 (X 

A XA)


X 
A にバイアス項

(X 
A XA)

 λ
2 sAを加えた形になっており，このバイアス

項がパラメータを 0に縮小する役割を果たしている．な
お，βAには，逆行列 (X 

A XA)
が存在するため，それ

が特異に近い場合は，LASSO 推定値は不安定になって
しまう．

4．LASSO推定量の性質

LASSO はあえてバイアスを持たせて推定を安定させ
る方法であるため，サンプルサイズが小さい場合には最
小二乗法より予測精度が高いと考えられる．それでは，
サンプルサイズが十分大きいときに，LASSO 推定値は
真の値に近づくのだろうか．本章では，LASSO 推定量
の性質を見ていく．

4.1 pが固定されているとき
今，真のパラメータ β が β=(β

0, β

C
0 )

と書けるとす
る．ただし，S={ j β≠0}とする（すなわち，真の非ゼ
ロ要素を表す）．また，S

={1, ⋯, p}{S}とする．Sの
要素の数を sとする．すなわち，sは真の非ゼロ要素
の数である．
一般に，スパース推定では，βC

0 を正確に 0と推定す
ることが重要である．また，非ゼロパラメータ β0に関
しても漸近正規性が言えると望ましい．そこで，Fan
ら(22)は，良い推定量というのを次のように定義してい
る．
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(注 11) 詳しくは，R. Tibshirani の講義資料 http://statweb.stanford.
~edu/~tibs/stat315a/LECTURES/convex-notes.pdf を参照されたい．

(注 12) 一見すると β=0のときに s=±1となることはなさそうであ
るが，実際はあり得る．実際，β=0となる最大の λ を λ*と置くと，
λ=λ*のときは s=±1となる．計画行列 X が直交しているとき，式
(7)で，λ=2n β

 のときは β=0かつ s=±1となることを確かめる
ことができる．
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① βC
0=0

②  n (β0−β0) N 0, σ ∑
0 

ただし，∑0=lim


X
0X0nとする(注13)．推定量 βが①，

②を満たし，正則化パラメータに関して連続なら，その
推定量はオラクルプロパティを持つという(22)．これは，
我々はどのパラメータが 0かを知らないのだが，それを
知ってて最ゆう推定したときと同じ推定量の性質を持っ
ている，ということを意味する．
一般に，LASSO はオラクルプロパティを持たない

（文献(23)，2．）．その理由は，LASSO 推定量がバイア
スを持つためである．もちろん，罰則を弱くする（具体
的には，λ のオーダを  n より小さくする（文献(5)，
Theorem 2））ことによって②の漸近正規性は成り立つ．
しかし，そうすると，罰則が弱すぎるため，①の一致性
を示すことができない．オラクルプロパティを持たせる
には，正則化項として非凸ペナルティ(22)を使うか，
Adaptive LASSO(23)などの二段階推定を行う必要があ
る．

4.2 n≪pのとき
4.1では，変数の次元 pが固定された下での理論を述

べた．しかしながら，実際に得られるデータは，サンプ
ルサイズ nに比べて変数の次元数 pの方がはるかに大
きい場合がある．このような場合，pと n両方が十分に
大きいとき，推定量がどのような性質を持つかを調べる
必要がある．以後，s≪n≪pを想定する．

4.2.1 収束レート
次の二乗誤差リスク

R=
1
n Xβ−Xβ (12)

を評価することを考える．まず，最小二乗推定量に対す
る二乗誤差リスク Rの期待値は，

E[R]=
1
n EX (X X )

X ε=
p
n σ  (13)

で与えられる(注14)．これより，pが大きいときは，E[R]

は明らかに大きな値を取る．
仮に真の非ゼロ集合 Sを知っているとして，最小二

乗法によって推定したとすると，

E[R]=
s
n σ  (14)

となる．よって，s≪pのとき（すなわち十分にスパー
スなとき）リスクの期待値 E[R]は式(13)と比べて十分
に小さくなる．もちろん，我々は集合 Sを知らないの
で，式(14)は，「理想的な状況下で得られた推定量に対
するリスク」と解釈できる．
我々は集合 Sを知らないので，データから推定しな

ければならない．その推定コストは，実は収束レートに
影響する．それを理解するために，L正則化法につい
て議論する前に，次の L正則化法で推定することを考
える．

−Xβ+λβ. (15)

ただし，β=∑



1{β≠0}とする．L正則化法では，説

明変数の全ての組合せに対して最小二乗推定値を求め
て，式(15)の値を計算する．これは，従来の総当り法と
同じである．λ=2σ のときは，AIC 若しくは Mallows
の C基準に対応し，リスク E[R]の不偏推定量となっ
ている．
一方で，Foster ら(24)は，p が十分大きな場合におけ

る 式 (12) の リ ス ク を 評 価 し た．Foster ら は，
λ=2σ (log p+log log p)としたとき，

E[R]≦4sσ  log p
n +

log log p
n +O(n) (16)

であることを示した（文献(24)，Corollary 5.2）．式
(16)は，式(14)に大体 log pを乗じた形になっている．
式(16)は，式(14)よりリスクは大きくなるかもしれない
が，式(13)の，全ての変数を使った最小二乗推定値のリ
スクよりはるかに小さい．
式(16)から，サンプルサイズ nが log pよりも速いス

ピードで ∞ になるとすると，E[R]は 0 に近づく．ま
た，sと σ が小さいほど 0 に近づきやすい．これは，
非ゼロ要素の数 sが少なく，SN 比が高ければリスク
E[R]が小さくなることを意味する．

L正則化法は，全ての変数の組合せに対して推定量
を計算する必要があり，pが大きいときに計算するのが
困難である(注15), (25)．そこで，L正則化法を使うとどの
ような収束レートが得られるかを考える．ここで，計画
行列 Xに対して制約条件を課す．具体的には，ある ϕ

が存在して，任意の βC
0 ≦3β0を満たす β に対し

て，

電子情報通信学会誌 Vol. 99, No. 5, 2016396

(注 13) ここでは ∑0が退化しないことを仮定している．
(注 14) 厳密には n<pのときに最小二乗推定値は存在しないため，こ
こでは n>pで pが nに十分近いときを考えている．

(注 15) 最近は，L正則化に対する効率的なアルゴリズムが提案され
ている(25)．
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β0


≦(βX Xβ)sϕ
 (17)

を満たすとする．この条件は compatibility condition と
呼ばれる（文献 (26)，式 (6.4)）．式 (17) の条件は，
β0



≦sβ0


であること（例えば文献(27)，Appen-
dix 式(A. 3)）に注意すると，X X の最小固有値に対
する条件のように見える．一般に，変数間に相関があれ
ば X X の最小固有値は小さくなるため，変数間の相関
が小さければ compatibility condition を満たしやすいと
考えられる．しかし，βC

0 ≦3β0という条件がある
ため，実際は，最小固有値に対する条件よりも弱い条件
となっている．
式(17)を満たすとき，任意の 0<δ<1に対して，

λ=4σ 2n log(2pδ) と置くと，確率 1−δで

R≦Csσ  log p
n

1
ϕ

+O(n) (18)

が成り立つ．証明は文献(26)の Corollary 6.2，あるいは
文献(28)の定理 6を参照されたい．
ここで，式(18)の結果と，Lペナルティに対する式

(16)の結果は，漸近的に似た結果になっている．実際，
n が log pよりも速いスピードで ∞ になるとすると，
（収束の仕方は異なるものの）Rは 0に収束する．しか
し，大きな違いが一つある．それは，L正則化法に対
しては，Xに対して何も条件を課さなかったが，L正
則化法に対しては，Xに対して compatibility condition
が必要になるということである．
なお，compatibility condition のほかにも restricted
eigenvalue condition(6)等，様々な条件に対する収束レー
トがある．詳しくは文献(26)を参照されたい．

4.2.2 モデル選択の一致性
L正則化法のモデル選択の一致性について議論する．

ここで，

sign(β)=sign(β)

を満たすとき，「モデル選択の一致性を持つ」と定義す
る．一般に，モデル選択の一致性というと，パラメータ
がゼロであるか否かを正しく判定できるかということを
議論するが，ここではそれに加え，符号の一致性まで考
えているため，一般のモデル選択の一致性よりも強い．
モデル選択の一致性については文献(7)，(8)で詳しく
述べられており，文献(26)に分かりやすくまとめられて
いる．ここでは，文献(7)の結果を紹介する．
まず，計画行列 Xと係数ベクトル βに対して条件を
課す．ある定数 γ，Cが存在し，

  (X 
C
0 X0)(X


0X0)

  ≦1−γ (19)
min
C

0

β 
 >(λ)(2n) (20)

を満たすとする．ただし，(λ)=λ[(X 
0X0n)

+

4σ C ]とする．また，m 次元ベクトル a に対し，
a = max


aと し，m×m行 列 A=(A)に 対 し，

  A   =max


∑



Aとする．また，λは

λ>4σγ⋅ 2n log p (21)

を満たすとする．
式(19)の条件は，incoherence condition と呼ばれ，計

画行列に対する条件である．なお，式(19)と似た条件と
して，irrepresentable condition(8)があり，文献(26)の
7.5.4 では，irrepresentable condition は式(17)の com-
patibility condition より強い条件であることを示してい
る．また，式(20)は，最小の非ゼロの係数が小さ過ぎな
いという条件である．
式(19)，式(20)が成り立ち，更に，Λ(X 

0X0n)>

C（ただし，Λ(⋅)は最小固有値，Cは nに依存しな
い定数）を仮定すると，次が成立する（文献(23)，
Theorem 1）．

P[sign(β)=sign(β)]≧1−4 exp(−cλn) (22)

ただし，cは定数とする．式(22)から，p>n∞のと
き，sign(β)=sign(β)となる確率が 1に収束し，モデル
選択の一致性を持つ．

4.3 考察
4．では，LASSO の理論について述べたが，LASSO
を使おうとする工学エンジニアにとって，各解析結果を
どのように解釈すればいいのであろうか．4.2の結果か
ら，高次元データに対し，LASSO 推定値が良い性質を
満たすためには，計画行列 X に対して compatibility
condition や incoherence condition を満たす必要がある．
実際問題，真の βが分からないため，これらの条件を
満たすかどうかをチェックすることは難しい．しかしな
がら，compatibility condition や incoherence condition
を見ると，変数間の相関が大きい場合に，LASSO がう
まく機能しない傾向にあるということは言える．そのた
め，X X の最大固有値と最小固有値の比が大きければ
大きいほど，LASSO はうまく機能しにくくなると考え
られる．
そのような場合は，縮小ランク回帰(29), (30)が有効に機

能する．これは，相関の高い説明変数を一つの変数とし
てまとめ，そのまとめた変数を使って回帰分析を行う手
法である．
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5．お わ り に

本稿では，LASSO と従来の変数選択法との関係性を
調べ，推定値を求めるアルゴリズムについて述べ，推定
量の漸近的性質について解説した．こうして見ると，最
初に LASSO が提案されたときは，Ridge 回帰のように
パラメータを 0に縮小推定することにより，推定量に少
しだけバイアスを加えて分散を大幅に小さくするという
コンセプトであったが，近年は，高次元での漸近理論へ
とシフトしている印象がある．本稿では述べなかった
が，最近は LASSO の検定も提案されており(31)，n<p

の場合，変数選択の一致性で使われる irrepresentable
condition と似た条件が使われている．
4.2で述べたように，n≪pのときの LASSO の漸近的

性質を示すには，かなり強い条件が必要である．そのた
め，実際に解析する際は，得られたデータがその条件を
満たすかどうかを慎重に判断する必要がある．具体的に
は，irrepresentable condition または incoherence condi-
tion を満たし，非ゼロパラメータの最小値がある程度大
きな値を持ち，SN 比が高く，非ゼロパラメータ数 sが
少ない，という条件を全て満たすかどうかを確認しなけ
ればならない．しかしながら，そのような条件を満たす
高次元データは余りない，と言ってもいいのではないだ
ろうか．例えば，LASSO 回帰がよく使われるのが遺伝
子データであるが，遺伝子データは変数間の相関が大き
いため，irrepresentable condition のような条件を満た
すとは思えない．
以上から，計画行列 Xがあらかじめ与えられている

LASSO 回帰そのものは，高次元データに余り使えない
かもしれない．しかしながら，計画行列 Xがデータと
して与えられているわけでなく，自分でデザインするこ
とができるとし，Xとしてランダム行列を用いて Lノ
ルムを使った制約付き最適化問題を解くと，高い確率で
係数を正しく推定できる．この性質を画像復元にうまく
適用した方法が，圧縮センシング(32)である．また，冒
頭に述べたように，LASSO には様々な拡張したモデル
があり，その中には実用的な手法が幾つかある．例え
ば，Fused LASSO を使えば，画像の雑音除去ができ
る(16)．
このように，LASSO を何も考えずに使うと，全くう

まく機能しないことが多々あるが，LASSO の性質を理
解し，その性質をうまく利用すれば，意味のあるデータ
解析ができる．
謝辞 査読者には原稿を読んで頂き，有益なコメント

を頂きました．また，大阪大学の伊森晋平氏には，
LASSO の理論に関するコメントを頂きました．ここに
深謝致します．
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